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В работе получены достаточные условия на коэффициенты операторно-
дифференциального уравнения второго порядка параболического типа в гильбертовом 
пространстве, которые обеспечивают разрешимость некоторых начально-краевых 
задач в пространстве гладких вектор- функций. Эти условия выражены на языке мало-
сти норм оператора в возмущённой части в некоторых пространствах.  
 Отметим, что при рассмотренной задаче порядок производной в начально-
краевой задачи равен порядку уравнения. 
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В сепарабельном гильбертовом пространстве H  рассмотрим пара-

болическое операторно-дифференциальное уравнение 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∞=∈=+′++′′ + ,0,2

1 RttftuAqtuAAptu   (1) 
( ) ( ) 00,00 =′′= uu ,   (2) 

где ( ) ( )tutf ,  – вектор – функции со значениями в H , а коэффициенты 
уравнения (1) удовлетворяют условиям: 
1) 0,0 >> qp  
2) A  – положительно определённый самосопряженный оператор 
3) ( ) ( )1211 ,, HHLHHLA ∈  
 Здесь производные понимаются в смысле теории распределений 
[1], ( )YXL ,  – пространство линейных ограниченных операторов дейст-
вующих из пространство X  в Y . Пусть ( )γγ ADH =  гильбертово про-

странство с нормой ( ) .,0,, 0 HHADxx =≥∈ γγ
γ

 

 Определим следующие гильбертовы пространства [1]  
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При 3=m  определим подпространство пространства: ( ):;3
2 HRW +  

( ) ( ) ( ) ( ){ }000,;:; 3
2

3
2

0
=′′=∈= ++ uuHRWuuHRW  

Аналогично определяется пространство ( ) ,;2 HRW m  где ( )∞∞−= ,R . За-
дача (1), (2) интересна тем, что в граничных условиях (2) порядок произ-
водной равен порядку уравнения. Задачи такого типа рассмотрены в ра-
ботах [2-5]. 
 Определение. Если при любом ( ) ( )HRWtf :1

2 +∈  существует век-
тор – функция ( ) ( )HRWtu ;3

2 +∈ , которая удовлетворяет уравнению (1) то-
ждественно в +R , граничные условия (2) в смысле сходимости 

( ) ,0lim
2/50
=

+→
tu

t
( ) ,0lim

2/10
=′′

+→
tu

t
 

и оценку ( ) ( )HRWHRW fconstu ;; 1
1
2

3
2

≤
+

, то будем говорить, что задача 

(1), (2) корректно разрешима в пространстве ( )HRW ;3
2 + . 

 В данной работе мы находим условия на коэффициенты уравнения 
(1), которые обеспечивают корректно разрешимости задачи (1), (2) в про-
странстве ( )HRW ;3

2 + . 
 Обозначим через  

( ) ( ) uAudtdPuPuAquApuudtdPuP ′==+′+′′−== 111
2

00 /,/  
и  

( )HRWuuPuPuP ;, 3
2

0

10 +∈+= . 

Сперва исследуем корректно разрешимость уравнения fuP =0  при 
( ) ( )HRWuHRWf ;,; 3

2
1
2 ++ ∈∈ . 

 Теорема 1. Оператор 0P  изоморфно отображает пространство 

( )HRW ;3
2

0

+  на ( ).;1
2 HRW + . 

  Доказательство. Очевидно, что уравнение ( ) ( ) 0/0 =tudtdP  имеет 
общее решение из пространство ( )HRW ;3

2 +   
( ) 210

21 ϕϕ ωω AttA eetu += , 
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 где 1ω  и 2ω  корни уравнения ,02 =++ qpλλ  при 21 ωω ≠ , а при 
,21 ωω =  ( ) ,210

21 ϕϕ ωω AtAt eAtetu +=  где 0Re,0Re,, 212/521 <<∈ ωωϕϕ H . 
Из условия (2) следует, ,021 ==ϕϕ  т. е ( ) .00 =tu  Следовательно 

{ } 00 =PKer . Теперь покажем, что образ оператора 0P  совпадает с про-

странством ( )HRW ;3
2

0

+ . Так как ( )HRWf :1
2 +∈ , то его можно продолжить 

на отрицательной полуось как функция ( ) ( )HRWtf ;1
21 ∈  причем [1] 

( ) ( )HRWHRW fconstf ;;1 1
2

1
2 +

≤ . 

Тогда легко проверить, что вектор – функция 

( ) ( ) ( ) ( )∞∞−=∈++−= ∫
+∞

∞−

− ,,ˆ
2
1

1
122

1 RtefqApAiEtu tiξξξξ
π

 

принадлежит к пространству ( )HRW ;3
2 +  и удовлетворяет уравнению 

( ) ( )tfdtdP =/0  в +R  тождественно. Здесь ( )ξ1̂f  есть преобразование Фурье 
вектор-функции ( )tf1 . Тогда будем искать решение уравнения fuP =0  
в виде ( ) ( ) ( )21211 ,21 ωωϕϕξ ωω ≠∈++= +Rteettu AtAt . Случай 21 ωω =  рас-
сматривается аналогично, где ( )tH 12/521 ,, ξϕϕ ∈  есть сужение вектор-
функции ( )tu1  на [ )∞,0 , т.е. ( ) ( ) [ )∞∈= ,0,11 tttu ξ . Тогда 
( ) ( ) ( )( ) 2,1,0,0,; 2/131

3
21 =∈∈ −−+ jHHRWt j

jξξ . Из условия (2) следует, что 

( ) ( )0,0 2
2

2
21

2
1121 ξϕωϕωξϕϕ ′′−=+−=+ −A . Учитывая, что ( ) ,0 2/31 H∈ξ  

( ) 2/3
2 0 HA ∈′′− ξ , мы однозначно определим 1ϕ  и :2ϕ  
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Очевидно, что ., 2/521 H∈ϕϕ  Тогда ( ) ( )HRWtu ;3
21 +∈  и fuP =0 . С другой 

стороны  

( ) ( )HRWHRW
uconstuP

;;0 3
2

1
2 ++

≤ . 

Тогда, утверждение теоремы следует из теоремы Банаха об обратном 
операторе.  

 Лемма 1. Пусть ( )2,0 p∈γ . Тогда при любом ( )HRWu ;3
2

0

+∈  имеет 
место равенства 
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где  



 61 

( ) ( ) ( ) γγγγγ −+=+−== 2
2

2
10 1,, paqpaqa    (4) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
0

2
1

2
2

3;; AaAaAEAF γλγλγαλβλ +++=    (5) 

 Доказательство. При ( )HRWu ;3
2

0

+∈  простые вычисления показы-
вают, что  
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Сравнивая равенства (6) и (7), получаем верность равенства (5). 
 Замечание. Легко видеть, что операторный пучок ( )AF ;;1 βλ  пред-
ставляется в виде: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ),,0,;; 2
211 pAEAEAEAF ∈−−+= γγωλγωλλγλ  

причем ( ) ,0Re 1 <γω ( ) ,0Re 2 <γω при ( )2,0 p∈γ . Из теоремы 1 и из тео-
ремы о промежуточных производных следует, что число 
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есть норма в пространстве ( )HRW ;3
2

0

+  эквивалентной нормой ( )HRW
u

;3
2 +

. 

Теперь найдём точное значение нормы 1N . 
 Лемма 2. Норма 

( ) ( ) ( )
2/1

222
1 1141

4
1 −







 





 +−+++−= qqpqpN .  (8) 

Доказательство. Используя методику работы [6] из леммы 1 по-
лучаем, что если уравнение 

( ) ( ) ( ) ( ) 0021 =+−− pqpaaa γγγ      (9) 
не имеет решение из интервала ( ),,0 2p  то .1

1
−= pN  А в обратном случае, 

если 0γ  – есть наименьшее из корней уравнения (9) из интервала ( ),,0 2p  
то 2/1

01
−= γN . 

 Поэтому мы должны решать уравнение (9) относительно ;γ т.е 

( )( ) ( ) 011 22 =+−−−+−+ qpqpqp γγ  
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или ( ) ( ) 011 22 =+−−++− qppqp γγ . Отсюда имеем, что 
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Очевидно, что .2
0 p<γ  Покажем, что 00 >γ . Из равенства 
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видно, что первый множитель больше нуля. С другой стороны, 

( ) ( ) ( )141
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1 2
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+++>
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
 ++ qpqqp . Поэтому второй множитель тоже боль-

ше нуля. Таким образом, ( )2
0 ,0 p∈γ . Поэтому 2/1

01
−= γN . Лемма доказана.  

 Теперь докажем основную теорему. 
 Теорема 2. Пусть выполняются условия 1)-3), причем 
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Тогда задача (1), (2) корректно разрешима в пространстве ( ).;3
2 HRW +   

Доказательство. Напишем задачу (1), (2) в виде уравнений 
,10 fuPuPuP =+=  где ( ) ( )HRWuHRWf ;,; 3
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0
−P  обра-
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Так как ( ) ,1,max 111
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→→

NAAq
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 то оператор 1
01
−+ PPE  обратим в про-

странстве ( )HRW :1
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Теорема доказана. 
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HAMAR VEKTOR FUNKSİYALAR FƏZASINDA BAŞLANĞIC - SƏRHƏD 

MƏSƏLƏSİNİN HƏLL OLUNMASI HAQQINDA 
 

E.H.HƏMİDOV 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə hilbert fəzasında ikinci tərtib parabolik operator-diferensial tənlik üçün qoyulmuş 
bir başlanğıc - sərhəd məsələsinin həll olunmasını təmin edən kafi şərtlər verilmişdir. Bu 
şərtlər operator - diferensial tənliyin həyəcanlanmış hissəsindən operatorun müəyyən fəzalarda 
normalarının kiçikliyi dilində verilmişdir. Baxılan sərhəd məsələsində sərhəd şərtindəki 
törəmənin dərəcəsi tənliyin dərəcəsi ilə eynidir.  

 
Açar sözlər: Hilbert fəzası, vektor-funksiya, operator-diferensial tənlik 

 
ON THE SOLUTİON OF INITIAL-BOUNDARY VALUE  

PROBLEMS IN SMOOTH VECTOR FUNCTİONS 
 

E.H.HAMİDOV 
 

SUMMARY 
 
Sifficient conditions on the coefficients of parabolic second order operator-differential 

equations in the Hilbert space have been obtained. 
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